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L’épreuve est composée de deux parties indépendantes, qui compteront chacune pour une part
€gale de la note totale. Merci de veiller a traiter chaque partie sur une copie séparée, en
identifiant bien la partie a laquelle elle correspond.

Le sujet comprend 7 pages.

PARTIE 1 - ALGEBRE

Le mot le plus long

NOTATIONS ET RAPPELS

On note N l’ensemble des entiers naturels. Pour n € N non nul, on note &,, = &({1,...,n})
le groupe symétrique d’indice n. C’est l'ensemble des permutations de ’ensemble fini {1,...,n}
a n éléments, muni de la composition. On note 1 € G,, ’élément neutre, donné par l'identité de
{1,...,n} et pour u,v € &,, on notera uv := uowv et u~ ! désignera I'inverse de w.

Pour 4,5 € {1,...,n} avec i # j, on note t;; € &, la permutation définie par t; ;(i) = j,
tij(j) =1 et t;j(k) = k pour tout k€ {1,...,n}\{7,5}. On dit que t; ; est une transposition.

On rappelle que ’ensemble des transpositions engendre &,,. Pour chaque i € {1,...,n — 1}, on
désigne par t; la transposition ¢; ;1.

Pour w € &,,, on appelle nombre d’inversions de w le nombre I(w) de couples (i,5) € {1,...,n}?

avec i < j tels que w(i) > w(j). La signature est 'application € : &,, — {+1,—1} donnée par
e(w) = (—1)I (w), L’application € est un morphisme, qui vaut —1 sur toutes les transpositions.

On fixe dorénavant n € N avec n > 2.

I - UNICITE DE LA SIGNATURE

I.1. Montrer que t* = 1 pour toute transposition t € &,,. Y a-t-il d’autres éléments d’ordre 2 dans
&,7

1.2. Soit t € &,, une transposition et soit w € &,,. Montrer que wtw ™! est une transposition.
1.3. Soient t,t' € &,, deux transpositions. Montrer qu’il existe w € &,, tel que ¢/ = wtw ™.

Soit G un groupe abélien et soit f un morphisme non trivial de &, vers G, c’est a dire tel que
I'image de f n’est pas réduite a I’élément neutre de G.

I.4. Montrer que si t,t’ € &,, sont deux transpositions alors f(t) = f(t').

I.5. En notant a € G I'image d’une transposition, montrer que f(S,,) est inclus dans le sous-groupe
{a) engendré par a.

1.6. Montrer que a est d’ordre exactement 2 et en déduire qu’il existe un unique isomorphisme 6
entre f(S,) et {+1,—1}.

1.7. Montrer que o f =e.
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II - LONGUEUR

II.1. a) Soient 4,j € {1,...,n— 1} avec |i — j| > 1, montrer que t; j = t;_1t; j_1tj_1.
b) En déduire que les transpositions {t;}ic(1,.. n—1} engendrent &,,.
c) Pouri,je{l,...,n— 1} avec |i — j| > 1, montrer que t;t; = t;t;.
d) On suppose ici n > 3. Pour ¢ € {1,...,n — 2}, expliciter la permutation t;t;11t; € S, et
montrer que titi_;_lti = ti+1titi+1.
II.2. a) Soit w e &,,. Justifier que 'entier suivant, appelé longueur de w,
f(w) = min{a € N : il existe i1,...,i5 € {1,...,n — 1} tels que w = t;, - - t;, },
est bien défini. (Par convention, si a = 0 alors ¢;, ---t;, = 1, ainsi 1 est 'unique élément de
longueur 0.)
b) Identifier les éléments de &,, de longueur 17
c) Identifier les éléments de &,, de longueur 27

d) On suppose ici que n >3 et i € {1,...,n —2}. Montrer que £(t; ;42) = 3.

I1.3. Soient w e &, et i€ {1,...,n—1}.

a) Soit w’ € &,,. Montrer les propriétés suivantes :

t(w) = £(w™),
lww') < l(w) + £(w'), ()
Y(ww') = |6(w) — £(w')],
et donner un exemple de cas d’égalité et d’inégalité stricte pour (é).
b) En déduire que (w) — 1 < f(wt;) < l(w) + 1
¢) Montrer que e(w) = (—1)“®) et en déduire que |[¢(wt;) — £(w)| = 1.
d) Montrer que de méme |[{(t;w) — ¢(w)| = 1. A-t-on nécessairement ¢(t;w) = £(wt;) ?
I1.4. Soit w € &,, avec w # 1 et soit i € {1,...,n — 1}.
a) Montrer que si w est de la forme w =t;, --- Ligay_1 b POUL U1, )1 € {1,...,n—1} alors

Lwt;) = l(w) — 1.
b) Montrer la réciproque.
IIT - LIEN AVEC LE NOMBRE D’INVERSIONS

Soit w € G,,.

III.1. Soit i € {1,...,n — 1}. Montrer que :

I(wt;) = I(w)—1, siw(i)>w(+1),
’ I(w) +1, siw() <w(+1).

ITI1.2. En déduire que I(w) < {(w).
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IT1.3. Montrer que si w # 1 alors il existe i € {1,...,n — 1} tel que I(wt;) = I(w) — 1.
ITI.4. En déduire que I(w) = £(w). Indication : on pourra raisonner par récurrence sur I(w).
IT1.5. En déduire qu’il existe un unique élément wy € &,, tel que

L(wp) = max{l(w) : w e &,}.

IT1.6. Déterminer £(wp), expliciter wq et trouver iy, ..., i, € {1,...,n — 1} tels que wy =
ti oot

"“Yig(uwg)
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PARTIE 2 — ANALYSE

Un théoréeme d’interpolation

NOTATIONS ET RAPPELS

— Pour tout p €]1,0[, on introduit les notations suivantes :

1
~ Pour toute fonction borélienne f : R — C on note |f|, = (f |f1P () dm) " et lorsque
R

[fll, < o0, on dira que f € LP(R) (en assimilant selon la convention habituelle f a sa
classe d’équivalence pour la relation d’égalité presque partout). On rappelle qu’alors || |,
est une norme sur LP(R) qui fait de LP(R) un espace vectoriel normé.

— On note p' l'unique réel qui vérifie % + 1% =1.

— Pour (f,g) € LP(R)x L¥ (R), on rappelle l’inégalité de Holder Sg | f(@)g(x)|dz < | flplgly
et on note {f, gy = f f(z)g(z) dz.
R

~ Si E et F sont deux espaces vectoriels normés munis des normes respectives |- |5 et |- |z,
et T est une application linéaire de & dans F', on note

1Tl gr = sap {Tflps 1flp =1}

On rappelle que T' est continue si et seulement si [Ty g est finie.

— Une fonction borélienne de R dans C est dite fonction étagée si elle prend un nombre fini de
valeurs. Dans ce cas, il existe aq,...,a, dans C et Aq,..., A, des ensembles boréliens de R
tels que f =", a;1a,, ot 14 est la fonction indicatrice d’un ensemble A.

— On rappelle que pour toute fonction f borélienne de R dans C, il existe une suite (fy), oy de
fonctions étagées et a support compact de R dans C telles que |f,| < |f| pour tout n € N, et
(frn)nen converge simplement vers f.

— On rappelle le principe du maximum : si U est un ouvert connexe de C et f: U — C est une
fonction holomorphe sur U telle que |f| admet un mazimum local en un point de U, alors f
est constante sur U.
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I - UN LEMME PRELIMINAIRE

1 1-6 6
I.1. Soient r¢ et r; des réels dans |1, [, et 6 € [0,1]. On introduit r défini par — = + —.
r To 1

Montrer que si f € L"(R) n L™ (R), alors f € L"(R) et | f], < Hin;erHfl.

1T - THEOREME DES TROIS DROITES DE HADAMARD

Dans toute cette partie, on note B ={z€ C, 0 <Re 2 <1}, B={2€C, 0 <Re 2z < 1} et
Fp lensemble des fonctions F holomorphes sur B, continues et bornées sur B, telles que les réels

My(F) = sup |F(iy)| et M1(F) =sup |F(1 + iy)| soient non nuls.
yeR yeR

On cherche a montrer le résultat suivant :

Théoréeme. Soit F' € Fp. Pour tout 0 € [0,1], on a

sup [F(0 + i)] < Mo(F)' "My (F)’.
yeR
I1.1. Des cas particuliers :

a. Montrer que si le résultat est vrai pour deux fonctions Fj et F» de Fpg, alors il est vrai pour
le produit F}F5.

b. Montrer que le théoreme est vrai pour F'(z) = aexp(fz), ou «, B € R.

I1.2. Soit F' € Fp. On fait dans un premier temps ’hypothese que Mo(F') = M (F) = 1.
a. Pour tout n € N*, on introduit la fonction F), définie sur B par

22—1

F,(2) = F(z)e » , pour tout z € B.

Montrer que pour tout n € N*, la fonction F), est holomorphe sur B, et que | 1|im F,(z) =0.
zZ|—0

b. Montrer que pour tout n € N*, |F,(2)| < 1 pour tout z € B, et en déduire que le théoréme
est vral sous cette hypothese.

I1.3. Montrer le théoreme dans le cas général. On pourra utiliser la question II.1.

IIT - UN THEOREME D’INTERPOLATION

Soient po,p1,q0,q1 des réels dans |1,00[ tels que py =+ p1, et qo + qi1. On considére deuz
opérateurs linéaires continus
Tp : LP°(R) — L (R),

Ty : L (R) — L% (R),

tels que Ty et Ty coincident sur Uespace E := LP°(R) n LP1(R). On note Mo = |To|| 1ro () a0 (r) €
My = |T1| o1 (r), Lo () €F 00 suppose que My et My sont non nuls.

5/7



11

Soient par ailleurs p,q €]1, 0| tels que le point (p, .

) appartienne au segment [(]gio,qio)’(i L)])
c’est-a-dire qu’il existe 0 € [0, 1] tel que
1 1—-0 6 1 1-0 0

= +—, et - = +—.
b Po D1 q q0 q1

II1.1. On appelle T la restriction de l'opérateur Ty a E, qui coincide avec la restriction de
Popérateur 17 a E, c’est-a-dire que pour toute fonction f € F,

Tf = Tof = Tuf.
Montrer que 7" définit un opérateur linéaire de E dans Li(R).

II1.2. Montrer que pour toute fonction h € L4(R), on a

Inl, = sup {Kh.9)l. g L7 (R) et gl = 1}.

ITI.3. On munit £ de la norme | - |, et on désigne par £:(R) I'espace des fonctions de R dans C
étagées a support compact.

a. Soient 7 €]1,00[. Montrer que si f € L"(R) et | f], = 1, alors il existe une suite (fy), oy de
E:(R) telle que

e pour tout n € N, ||f,[, = 1 et |f,| < 2|f| presque partout sur R,
o lim |f— fn”r =0.
n—ao0

b. En déduire que
7)oy = 90 {KTL ), frg€ &), 1], = laly =1}
II1.4. Pour tout z € B, on pose

() <1—z+z>_1 et (2) (1—z+z>_1
p(z) = —) et d(z) = (——+5] .
Po D1 o ¢

On considere deux fonctions f = 33° a;1a, et g = 370, Bjlp; dans E(R) telles que |f], =
lgll, = 1, et on note @, et 1, les fonctions de R dans C définies par

/

pr(a) = { S@IFE @) s 1@ 40y 0 { 9@ 7O g(x) i glx) 40,

0 sinon, 0 sinon,

pour tout z € R. On introduit la fonction F : B — C définie par F(z) = (T'p,,1,) pour tout z € B.
a. Montrer que ¢, et 1, sont des fonctions étagées et expliciter les en fonction des oy, A;, §; et
B;.
b. Montrer que la fonction F est bien définie, continue et bornée sur B, et holomorphe sur B.

Indication : on pourra commencer par montrer que la fonction F s’écrit comme une combi-
; S ; z \ *
naison linéaire de fonctions de la forme z — %, ou v € R%.
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c. Calculer F'(0).

ITL.5. En appliquant II & la fonction F' montrer que T est continue de E dans LI(R), et que

1T Loy < My~ "M7.

ITI.6. Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue T de LP (R) dans LY(R) telle
que pour toute fonction fe E, T'f =Tof =11 f, et

HTHLP(]R),LLJ(R) < M()l_nge-
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