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Les deux problemes (A et B) doivent étre considérés comme indépendants. En particulier, les résultats prou-
vés dans l'un d’entre eux ne peuvent étre utilisés dans l'autre. Libre choix est laissé au candidat de les traiter
ou non dans l'ordre, mais il est attendu que les deux problemes soient traités.

PROBLEME A

Notations et rappels

Soit n = 1 un entier. On munit R" (respectivement C") de la norme euclidienne (respectivement
hermitienne) usuelle notée | |.

Dans toute la suite, K désignera le corps R des nombres réels ou le corps C des nombres com-
plexes.

Soient M, (K) 'espace vectoriel des matrices carrées de taille n sur K muni de la topologie induite
parlanorme || || définie par | M| = sup{|Mu|| u € K", |u| < 1} pour tout M € K et GL,,(K) le groupe
des matrices inversibles dans M, (KK). On écrira I pour la matrice identité de GL,(K).

On notera ‘M la transposée d'une matrice de My, (K).

On rappelle qu’'un sous-ensemble H d'un espace topologique X est appelé discret si, pour tout
x € H, il existe un voisinage V de x tel que VN H = {x}. Il est dit connexe, s’il n'est pas laréunion de
deux ouverts non vides disjoints. On munira par ailleurs tout sous-ensemble de X de la topologie
induite.

Enfin on appellera matrice exponentielle de M, notée exp(M), la matrice suivante :

() Mi
exp(M) = Z —'
i=0 U

L. Préliminaires :

A.1. Montrer que exp(M) est bien définie pour toute matrice M (c’est a dire que la série est conver-

A2

A3.

Ad.

A5,

gente) puis que I'application M — exp(M) est une application continue de M, (K) dans M (k).
(a) Soient A et B deux matrices de M, (K) qui commutent entre elles.

Montrer I'égalité exp(A + B) = exp(A) exp(B) et donner une expression de exp(kA) pour k € N.
(b) En déduire que pour tout M € M, (), on a exp(M) € GL,(K).
(a) Pour tout i € N, montrer que M — M’ est de classe €' sur M, (K) et donner sa différentielle.
(b) Montrer que M — exp(M) est de classe €' sur M, (K).
(c) Montrer que cette différentielle en 0 est 'application identité sur M, (K).
Déduire des questions précédentes qu'il existe un ouvert U de la matrice nulle dans M, (K) tel
que la restriction de exp 4 U soit un ¢! difféomorphisme sur un ouvert V de I dans GL,(K). On

noteralog: V — M, (K) I'application inverse de exp sur V. Donner la valeur de la différentielle de
log en la matrice identité.

Soient M et N deux matrices de M, (K).

(a) Montrer que tout réel ¢ positif suffisamment petit, on a

log (exp (¢M) exp(tN)) = (t(M+ N)+ tn(t))

ot ||n(2)ll — O lorsque t tend vers 0 par valeurs supérieures.
(b) En déduire que
k
M N
lim (exp (?) exp (E]) =exp (M+ N) y

k—+oo



I1. Sous-groupes de GL, () et topologie

Soit G un sous-groupe de GL,(K). On munit GL,(K) et ses sous-groupes de la topologie induite par
M, (K).
A.6. Soit M € GL,(K). Démontrer que 'application ¢s : GL,(K) — GL,(K) donnée par £ps(N) = MN
pour tout N € GL,(IK) est un homéomorphisme.

A.7. (a) Démontrer que si G est ouvert dans M,(KK), alors G est aussi fermé dans M, (K).

Indication : On pourra montrer que le complémentaire G¢ de G vérifie G° = U Iy (G).
MeGL,(O\G

(b) Laréciproque est-elle vraie ?
A.8. (a) Montrer que pour tout R € M,(K) tel que |R|| < 1,ona (I - R) € GL,(K) et exprimer (] - R
comme une série convergente en R.
(b) En déduire que GL,(K) est un ouvert de M, (K) et que M — M~ est un homéomorphisme de
GL,(K).
A.9. Soit V un voisinage ouvertde I dans Gtelque V-!=VouV-!={M | MeV}.
(a) Montrer I'existence d'un tel ouvert V.
(b) Montrer que pour tout ne N*,si V? ={M;---M, | M; € V, V1 <i < n}, alors V" est ouvert.

(c) Onnote Gy =Uy>1 V". Montrer que Gy est un sous-groupe ouvert de G et que Go = G lorsque
G est connexe.
A.10. On suppose maintenant que G connexe et on note Z le centre de G. Pour tout N € G, on considere
I'application ¥y : G — G définie par ¢y (M) = N"'M'NM.
(a) Vérifier que vy est continue.

(b) Soit H un sous-groupe distingué et discret de G. Montrer que H est contenu dans Z.
Indication : On pourra commencer par vérifier que pour tous N et N' dans H, on ayn(G) c H
ety (IN'}) ouvert dans G.

(c) On suppose que Z est discret. Montrer que pour tout N € G, si yn(G) < Z alors N € Z. En
déduire que le centre de G/ Z est réduit a son élément neutre.

IIL. Cas des sous-groupes fermés

On suppose maintenant que le sous-groupe G c GL,(K) est fermé dans GL,(K).
A.11. Montrer que I'ensemble
Leg={Me M,(K)|VteR, exp(tM) e G}
est un sous-espace vectoriel réel de Mp(K).
A.12. Soit D, (K) le sous-ensemble des matrices diagonales inversibles de M, (KK).
(a) Montrer que D, () est un sous-groupe fermé de GL,(K).
(b) Identifier Lp, ).
A.13. Soit S! 'ensemble des nombres complexes de module 1.

(a) Démontrer que S' est un sous-groupe fermé de GL;(C) = C* et identifier le sous-espace vec-
toriel Lg1.

(b) Donner un isomorphisme de groupes qui soit de plus un homéomorphisme de S! dans un
sous-groupe fermé de GL,(R).

A.14. Soit 0,(K)={M e M,(K) | ‘MM =1}.

(a) Démontrer que Oy (K) est un sous-groupe fermé de GL,(K).

(b) Démontrer que si M € Lo, ), alors M est antisymétrique : ‘M = — M. Identifier Lo, ).
A.15. On suppose K = C. Est-ce que L est nécessairement un C-sous-espace vectoriel ?
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PROBLEME B

Notations et rappels

Pour n € N*, on note | x| la norme euclidienne canonique d'un vecteur x de R".
Pour 7 et k dans N*, on note M, x(R) I'espace des matrices réelles de taille n x k, muni de la norme
d’opérateur usuelle

IMI=sup{|Mx, xeRE, 1x|=1}, MeM,,®).

Lespace des matrices carrés de taille n sera simplement noté M, (R), et les éléments de R” seront
identifiés a des matrices colonnes de taille n x 1.

On notera M la transposée d’'une matrice réelle M de taille quelconque.

Pour T réel strictement positif, et n € N* on note €([0, T1,R") I'espace de Banach des fonctions
continues sur [0, T] a valeurs dans 'espace euclidien R”, muni de la norme sup :

I flloo =sup{lf(£), t€[0,T1}, fe€€U0,TI,RM.

On notera également || f || la norme sup d’'une fonction f : [0, T] — R” qui est seulement bornée.
On note également L' ([0, T],R"™) 'espace de Banach des applications mesurables f définies sur
[0, T] a un ensemble de mesure nulle prés, a valeurs dans R” et intégrables pour la mesure de
Lebesgue, c’est-a-dire, telles que fOT | f(B)|dt < +o0. 1l est muni de la norme usuelle

T
1 fll =f0 o).

Important : on rappelle que %€([0, T],R") est dense dans L([0, T],R"). Ce résultat pourra étre
utilisé sans démonstration.

On rappelle que I'exponentielle matricielle exp : M, (R) — M, (R) est la limite de la série de fonc-
tions matricielles localement uniformément convergente

[os) Mi
epM) =), == MeMa(R)
i=0 **

De plus, Mexp(M) = exp(M)M, exp(0) = I,, la matrice identité, et exp(—M) = exp(M)~L. Ces ré-
sultats pourront étre utilisés sans démonstration dans ce probléme.

On rappelle que pour une matrice A dans M, (R) fixée, I'application ¢ € R — exp(z A) est de classe
%!, avec pour dérivée

d
VteR, T exp(tA) = Aexp(tA).

Ce résultat pourra étre utilisé sans démonstration dans ce probléme.

Dans toute la suite, on fixe k et n des entiers naturels strictement positifs, ainsi que des matrices
A dans M, (R) et B dans M,, ,(R). On choisit également un réel strictement positif T et un point
initial xo dans R",



On dit qu'une fonction continue x € €([0, T1,R") est une solution du systéme de controle linéaire

x(t) = Ax(t) + Bu(1), m
x(0) = Xo
si, pour tout ¢ dans [0, T,
t
x(t) = xp +f (Ax(s) + Bu(s))ds. 2)
0

Le but de ce probléme est d’étudier certains comportements possibles de cette solution en fonction du
choix du contréle u dans L ([0, T, R¥).

I: Existence et unicité des solutions

B.1. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz au probleme (1) ?
B.2. Soit f € L!([0, T],R™), et g : [0, T] — R" définie par

t T
g(t)=f0 f(S)dS=[0 Lio,q(s) f(s)ds, tel0,T],

ot 1jp ;) vaut 1 sur [0, £] et 0 en dehors de [0, £].
Montrer que g est continue.

B.3. (Lemme de Gronwall) Soient M et K deux réels positifs et ¢ : [0, T] — R, une fonction continue
positive tels que

t
Vie[0,Tl, ¢ s M+Kf P(s)ds.
0

Montrer que
vee[0,T1, ¢ <Me'X,

B.4. En déduire que pour tout contrdle u dans L ([0, T),R¥), si (1) admet une solution sur [0, T, alors
cette solution est unique.

B.5. Dans cette question, on fixe un contrdle u que I'on suppose dans €([0, T, R¥). En considérant la
fonction
x(1) = e"A(1), te0,T],

avec A : [0, T] — R” une fonction dérivable, montrer que (1) admet bien une solution sur [0, T},
et en donner une expression en fonction de A, B, u et xp. On note x, € €([0, T],R") cette unique
solution.

B.6. Pour tout (x, 1) € €([0, T],R™) x L([0, T],R¥), et ¢ € [0, T], on définit
t
Flx,u)(t) = x(t) —xo —f (Ax(s)+ Bul(s))ds, tel[0,T].
0

(a) Montrer que F(x, u)(t) est bien définie pour tous x € €([0, T),R"), u € L([0, T],R%), et tout
réel t € [0, T], puis que t — F(x, u)(t) est continue en .
On note alors F(x, u) 'application ¢ € [0, T] — F(x, u)(t) € R", de sorte que F est'application

F: ([0, T1,R™ x L'([0, T],R*) — <4([0, T],R™
(x,u)— F(x,u)

(b) Montrer que F est lipschitzienne, c’est-a-dire qu’il existe K > 0 telle que pour tout (x, u) et tout
(y, v) dans € ([0, T],R™) x L}([0, T], R¥) on ait

IF(x, u) = F(, V)lloo < K (I1x = ylloo + lu— vl 1) .



B.7. (a) Trouver une application @ : L([0, T],R¥) — €([0, T],R™ telle que les deux conditions sui-

vantes soient satisfaites :

i. pour tout contrdle u dans ¥([0, T],R%), ®(u) = x,(), cest-a-dire que la fonction ®(u) :
[0, T]1 — R™ est 'unique solution de (1),

ii. ® estcontinue.
Indication : on pourra utiliser la question B.5.

(b) Montrer qu’alors F(®(u), u) = 0 pour tout controle &, d’abord dans €([0, T],R¥), puis dans
L}((0, T1,RY).

(c) En déduire que pour tout contréle u dans L!([0, T],R*), (1) admet une unique solution sur
[0, T1, et exprimer cette solution en fonction de A, B, u et xo. On note x, € € ([0, T],R") cette
unique solution.

I1 : Ensemble accessible

On définit maintenant, pour ¢ dans [0, T], 'ensemble des points accessibles en temps ¢ de (1) par

Acc():={x,(8) | ue L([0, T],le), x,(-) solution de (1) pour le contréle u }.

Il s’agit de I'ensemble des points x; tels qu’il existe un contrdle u pour lequel la solution de (1) emmeéne
le point initial xg en x; en temps .

B.8. On définit 'application ¥ : L([0, T],R¥) — R” telle que pour tout u € L'([0, T],R¥)

B.9.

B.10.

B.11.

B.12.

T
¥ (u) =exp(TA)f exp(—tA)Bu(t)dt.
0

(a) Montrer que ¥ est une application linéaire.
(b) Montrer que Acc(T, xp) = R” si et seulement si ¥ est surjective.
On suppose ici que ¥ n’est pas surjective.

(a) Montrer qu'il existe v dans R” qui est non nul et orthogonal a Im(¥).
On fixe un tel v pour le reste de la question B.9.

(b) En déduire que pour tout t € [0, T], 'vexp(tA)B =0.
(c) Montrer qu'alors, ‘vB = ‘vAB=---= 'pA" !B =0.

Supposons réciproquement qu’il existe v dans R”, un vecteur non nul tel que ‘vB = ‘vAB=---=
t, an-1
VA" *B=0.

(a) Montrer que pour tout polyndme P a coefficients réels, ‘vP(A)B = 0.
(b) En déduire que pour tout ¢ dans [0, T], ‘vexp(tA)B =0.
(c) Montrer que ¥ n’est pas surjective,

En déduire que Acc(T) = R" si et seulement sila matrice bloc C = (B, AB, -+, A""1 B) dans M, 1 (R)
est de rang n.

Supposons que le rang de C vérifie rg(C) = n. Donner, sans preuve, les ensembles Acc(z), pour
tout £ €]0, T].
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